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第1章 基礎方程式

流体力学の方程式を差分法を用いて解くための手法の一つとして、近似リーマン
解法である Roe 法 [1]をとりあげる。この方法は、セル境界での数値流束を評価
するために、境界の両側の物理量に対するリーマン問題を厳密に解いて求めた物
理量を用いる代わりに、Roe 平均と呼ばれる操作で簡単に求めた量を用いるもの
である。Roe 法は、良い近似を与えることと、計算が簡単で CPU コストが小さ
いことから、近年よく用いられている。
取り扱う方程式は

∂ρ

∂t
+

∂

∂xi

(ρui) = 0,

∂ρuj

∂t
+

∂

∂xi
(ρuiuj + pδij) = 0, (1.1)

∂e

∂t
+

∂

∂xi
(e + p)ui = 0

である。ここで、i, j = x, y, z で、各式で第 2項は i に関して縮約をとる。δij は
クロネッカーのデルタである。これらは、まとめて

∂Q

∂t
+

∂Fj

∂xj
= 0 (1.2)

と表すことができる。
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第2章 1次元問題

2.1 行列
まず、簡単のため、1次元問題、すなわち x 方向のみに物理量が変化し速度成
分を持つ場合を考える。このとき式 (1.2) は、x 方向の微分だけが残り、

∂Q

∂t
+

∂F

∂x
= 0 (2.1)

となり1、その 0 でない成分のみを示すと

Q =




ρ

ρu

e


 , F =




ρu

ρu2 + p

(e + p)u


 (2.2)

である (u = ux)。また、式 (2.1) は、ヤコビ行列 A = ∂F/∂Qを用いて、形式的に

∂Q

∂t
+ A

∂Q

∂x
= 0 (2.3)

という形に書き直すことができる。行列 A は具体的には、速度 uとエンタルピー
H = (e + p)/ρ のみの関数として、

A = A(u, H) =




0 1 0

(γ − 3)u2/2 (3 − γ)u γ − 1

{(γ − 1)u2/2 −H}u H − (γ − 1)u2 γu


 (2.4)

と表される2。ここで、γ は比熱比の定数である。さらに、行列 A は、音速 c を用
いて (c2 = (γ − 1)(H − u2/2))、3つの右固有ベクトル r1, r2, r3 からなる行列

R =
(

r1 r2 r3

)

=




1 1 1

u− c u u + c

H − cu u2/2 H + cu


 (2.5)

1F につくべき添字 x を省略した。
2オイラーの同次関係から F = AQ という関係が成り立つ [8]。
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により、

Λ =




λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3


 = R−1AR (2.6)

のように対角化される3。ここで、

λ1 = u− c, λ2 = u, λ3 = u + c (2.7)

は行列 A の固有値である。なお、行列 R の逆行列は

R−1 =




(ηu2/2 + u/c)/2 −(ηu + 1/c)/2 η/2

−ηu2/2 + 1 ηu −η

(ηu2/2 − u/c)/2 −(ηu− 1/c)/2 η/2


 (2.8)

と表される。ここで η = (γ − 1)/c2 と置いた。

2.2 流束差分離法
式 (2.1) は、流束差を用いて

Qn+1
k = Qn

k − ∆t

∆x
∆Fk (2.9)

のように形式的に書ける。ここで、n は時間ステップを表し、k はセルのインデッ
クスである。以下では、n 番目の時間ステップを表す添字は省略する。流束差分
離法 (Flux Difference Splitting (FDS) 法) [8],[9] を用いて空間 1次精度の上流差分
法を適用するときには、式 (2.9) は、

Qn+1
k = Qk − ∆t

∆x
(∆Fk−1/2

+ + ∆Fk+1/2
−) (2.10)

と表される。ここで、半整数の k + 1/2, k− 1/2はセル境界の位置で評価すること
を表している。上添字の + と − はそれぞれ、右 (プラス)方向へ伝播する波、左
(マイナス)方向へ伝播する波を表す。セル境界 k + 1/2 の左側と右側の物理量を
QL

k+1/2 と QR
k+1/2 とするとき、

∆Fk+1/2
± = {F (QR

k+1/2) − F (QL
k+1/2)}± (2.11)

を意味し (セル境界 k − 1/2 についても同様)、

∆Fk+1/2 = F (QR
k+1/2) − F (QL

k+1/2) = ∆Fk+1/2
+ + ∆Fk+1/2

− (2.12)

の関係がある。
3右固有ベクトルは、c �= 0であることから、線形独立である。
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kk-1 k+1
k-1/2 k+1/2

L R L R

図 2.1: セルと境界。境界での QL, QR は それぞれの L, R の位置で評価される。

2.3 数値流束
式 (2.1) の保存則を忠実に再現するためには、時間発展を� ✏

Qn+1
k = Qk − ∆t

∆x
(Gk+1/2 −Gk−1/2) (2.13)

✒ ✑
のように差分化して表さなければならない。この Gk+1/2 は数値流束と呼ばれる。
Godunov 法では、セル境界の両側で QL

k+1/2 と QR
k+1/2 を持つ衝撃波菅問題 (リー

マン問題)を厳密に解き、得られた境界での値を Q̃ としてGk+1/2 = F (Q̃) によっ
て数値流束を与える。Roe 法では、FDS 法に基づいて数値流束を

Gk+1/2 =
1

2
{F (QL

k+1/2) + F (QR
k+1/2)} −

1

2
(∆Fk+1/2

+ − ∆Fk+1/2
−) (2.14)

と対称化して表す4。式 (2.14)を用いると、式 (2.10) と式 (2.13)の流束差部分は、

(Gk+1/2 −Gk−1/2) − (∆Fk−1/2
+ + ∆Fk+1/2

−) = F (QL
k+1/2) − F (QR

k−1/2) (2.15)

だけ異なる。この項は、空間に関して高次精度化した際にはたらくものである。空
間 1次精度の場合には、セル境界の両側の物理量 QL

k+1/2, QR
k+1/2 はそれぞれ Qk,

Qk+1 と与えればよく、QL
k+1/2 = QR

k−1/2 = Qk となるので、流束差は等しい。な
お、MUSCL (Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws) 法
[8], [9]によって高次精度化する場合には、セル境界の両側の物理量は k, k + 1以
外のセルも参照して Qk や Qk+1 に補正を加えたものを用いる。

4Chakravarthy-Osher法 [2], [8] で高次精度化する場合には、各セル境界でこのように評価され
た数値流束 Gk+1/2に対して、さらにその前後のセル境界での流束差による補正を施して求められ
た数値流束を時間発展に用いる。
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2.4 Roe 法
以下では k+ 1/2 のセル境界に注目するので Qにつけられる k + 1/2 を省略し、

QL = QL
k+1/2, QR = QR

k+1/2 と表す。
Roe 法では、次の Property U (Uniform validity across discontinuities) という
性質 :� ✏

(i) QL → Q, QR → Q のとき、Ã(QL, QR) → A(u, H) となる (A はヤコビ
行列)。

(ii) 任意の QL, QR に対して

F (QR) − F (QL) = Ã(QL, QR)(QR −QL). (2.16)

(iii) Ã の固有ベクトルは線形独立である。
✒ ✑
を満たす行列 Ãによって、流束差 ∆Fk+1/2 が求められる。これによって、式 (2.14)

の流束差で表された項は

∆Fk+1/2
+ − ∆Fk+1/2

− = |Ã(QL, QR)|(QR −QL) (2.17)

となる。ここで、絶対値記号は、行列 Ã を固有値からなる対角行列とそれ以外の
行列 (左右固有ベクトルの行列)の積に分解したとき、固有値に対して絶対値をと
ることを意味する。この操作により上流差分が得られる。
行列 Ã(QL, QR) は、次のようにして求められる。
まず、物理量 Q と流束ベクトル F をある量の同次式で表す。そのような量は

W =




w1

w2

w3


 =




√
ρ√
ρ u√
ρH


 (2.18)

で、これをパラメータベクトルと呼ぶ。これを用いて物理量 Q を表すと

Q =




w1
2

w1w2

1
γ
w1w3 + γ−1

2γ
w2

2


 (2.19)

となり、流束ベクトルは

F =




w1w2
γ−1
γ

w1w3 + γ+1
2γ

w2
2

w2w3


 (2.20)
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となる。実際、Q と F のすべての項は、W の 2次式で表されている。
任意の pL, pR, qL, qR に対して、次の恒等式が成り立つ。

(pR + qR) − (pL + qL) = (pR − pL) + (qR − qL),

(pRqR) − (pLqL) =
pL + pR

2
(qR − qL) +

qL + qR

2
(pR − pL), (2.21)

(1/pR) − (1/pL) = − 1

pLpR

(pR − pL).

これは、差を ∆(·) = (·)R − (·)Lで表し、算術平均 {(·)L + (·)R}/2 を (̄·) で、幾何
平均

√
(·)L(·)R を (·)∗ で表すと、

∆(p + q) = ∆p + ∆q,

∆(pq) = p̄∆q + q̄∆p, (2.22)

∆(1/p) = −∆p/p∗2

となる。この関係を用いると5、

∆Q = QR −QL

=




∆(w1
2)

∆(w1w2)

∆( 1
γ
w1w3 + γ−1

2γ
w2

2)




=




2w̄1∆w1

w̄2∆w1 + w̄1∆w2

1
γ
w̄3∆w1 + γ−1

γ
w̄2∆w2 + 1

γ
w̄1∆w3


 (2.23)

と表され、これは、行列

B̄ =




2w̄1 0 0

w̄2 w̄1 0
1
γ
w̄3

γ−1
γ

w̄2
1
γ
w̄1


 (2.24)

を用いて

∆Q = B̄∆W (2.25)

と書くことができる。また、∆F についても同様にして、行列

C̄ =




w̄2 w̄1 0
γ−1

γ
w̄3

γ+1
γ

w̄2
γ−1

γ
w̄1

0 w̄3 w̄2


 (2.26)

5式 (2.22) の 3番目の式は使われない。
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を用いて

∆F = FR − FL

= C̄∆W (2.27)

と表される。行列 B̄ の逆行列 B̄−1を用いて6、式 (2.25) と式 (2.27) から

∆F = C̄B̄−1∆Q (2.28)

と表すことができる。この式を式 (2.16) と比較することにより、

Ã(QL, QR) = C̄B̄−1 (2.29)

と与えればよいことがわかる。実際これを計算してみると、

C̄B̄−1

=




0 1 0
γ−3
2

w̄2
2/w̄

2
1 (3 − γ)w̄2/w̄1 γ − 1

(γ−1
2

w̄2
2/w̄

2
1 − w̄3/w̄1)w̄2/w̄1 w̄3/w̄1 − (γ − 1)w̄2

2/w̄
2
1 γw̄2/w̄1



(2.30)

となるが、式 (2.23), (2.26) 等において


w̄1

w̄2

w̄3


 =




(
√
ρL +

√
ρR)/2,

(
√
ρLuL +

√
ρRuR)/2,

(
√
ρLHL +

√
ρRHR)/2


 (2.31)

であることを用い、Roe 平均と呼ばれる量 ũ, H̃� ✏

ũ = w̄2/w̄1

=

√
ρLuL +

√
ρRuR√

ρL +
√
ρR

, (2.32)

H̃ = w̄3/w̄1

=

√
ρLHL +

√
ρRHR√

ρL +
√
ρR

. (2.33)

✒ ✑
を導入すると、

C̄B̄−1 =




0 1 0

(γ − 3)ũ2/2 (3 − γ)ũ γ − 1

{(γ − 1)ũ2/2 − H̃}ũ H̃ − (γ − 1)ũ2 γũ


 (2.34)

6行列 B の行列式は、det(B̄) = 2w̄3
1/γ �= 0 (... w̄1 = (

√
ρ

L
+

√
ρ

R
)/2 > 0) であることから、

逆行列 B̄−1 は存在する。
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と表すことができる。
式 (2.34)は、式 (2.4) と同形であるので、結局、Roe 平均によって表された ũ

と H̃をヤコビ行列 A に適用して

Ã(QL, QR) = A(ũ, H̃) (2.35)

と求めればよいことがわかる。このような Ã は、次のように Property U を満た
すことが示される。

(i) QL → Q (uL → u, HL → H), QR → Q (uR → u, HR → H)のとき、式
(2.32)と式 (2.33)から ũ → u, H̃ → H となるので、Ã(QL, QR) = A(ũ, H̃) →
A(u, H)。

(ii) 式 (2.29) の導出により自明。

(iii) ヤコビ行列Aの右固有ベクトルが線形独立であることから明らか。

数値流束は、式 (2.6)、(2.14)、(2.17)、(2.35)から� ✏

Gk+1/2 =
1

2
{F (QL

k+1/2) + F (QR
k+1/2)} −

1

2
R̃ ˜|Λ|R̃−1(QR

k+1/2 −QL
k+1/2) (2.36)

✒ ✑
と求められる。ここで、R̃, Λ̃, R̃−1 は、それぞれ 式 (2.5), (2.6), (2.8) に対して
Roe 平均を用いて評価する。音速 cも 式 (2.32), (2.33) の Roe 平均から

c̃2 = (γ − 1)(H̃ − ũ2

2
) (2.37)

として得られたものを用いなければならない。また、|Λ̃|は、

|Λ̃| =




|λ̃1| 0 0

0 |λ̃2| 0

0 0 |λ̃3|


 (2.38)

のように固有値の絶対値をとることを意味する。ここで、固有値

λ̃1 = ũ− c̃, λ̃2 = ũ, λ̃3 = ũ + c̃ (2.39)

も Roe 平均から求められる。
密度の Roe 平均 ρ̃ は、

∆(ρu) = ũ∆ρ + ρ̃∆u (2.40)
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という関係を満たすものとして、ũ に Roe 平均を用いて、

ρ̃ =
√
ρLρR (2.41)

と求められる。この ρ̃ を用いれば、

∆(ρu2) = ũ∆(ρu) + ˜(ρu)∆u (2.42)

から7

˜(ρu) = ρ̃ũ (2.43)

が得られ、これにより、

∆e =
1

2
ũ2∆ρ + ρ̃ũ∆u +

∆p

γ − 1
(2.44)

という関係を導くことができる。なお、行列 A や Λ、および上で定義した R, R−1

には密度が陽に現れないので、数値流束を求める上では密度の Roe 平均を必要と
しない。

Roe 法による衝撃波管問題の計算結果を図 2.2 に示す。比熱比は γ = 7/5 とし、
初期条件として、ρL = 1.0, pL = 1.0, uL = 0 を i < 50 の格子点に、ρR = 0.1,

pR = 0.125, uR = 0 を i ≥ 50 の格子点に与えた。

2.5 膨張波に関する補正
近似リーマン解法である Roe 法では、Godunov 法などと異なり、セル境界の
リーマン問題において生じる膨張波を単純波に置き換えて境界の物理量を求めて
いる。このため、境界に膨張波の領域が位置する (特に、一定時間停在する)よう
な状況を正しく計算することができない (図 2.3)。これは、境界の物理量の不連
続を拡散させるはたらきをする膨張波がRoe 法ではとらえられていないため、本
来ならば消えていくはずの境界の不連続が消えないで残ってしまうという問題で
ある [1], [4]。このような状況は、具体的には (λl)L < 0 < (λl)R のときに生じる
(l = 1, 2, 3)。これを解決する方法は、そのようなセル境界では、式 (2.36)の |Λ̃|の
中で該当する成分を次のいずれかのように修正して数値流束を求めることである
(Chakravarthy [3],[4],[6] )。

7これとは異なる展開式 ∆(ρu2) = ˜(u2)∆ρ + ρ̃∆(u2) から ˜(u2) = (
√

ρLu2
L +

√
ρRu2

R)/(
√

ρL +√
ρR)を定義することもできるが、その場合には展開式の第 2項で ∆(u2) = 2ū∆u のように u に
対して (Roe 平均ではなく) 算術平均を用いなければならない。また、音速を求めるときなどにこ
の ˜(u2) を用いるのは誤りである。
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� ✏
(A) Harten と Hyman による方法。

ε = max(0, λl − (λl)L, (λl)R − λl) (2.45)

とし、

|λl|mod =

{
ε if |λl| ≥ ε

|λl| otherwise
(2.46)

(B) 同じく Harten と Hyman による方法であるが、微分が連続になるよう
に工夫したもの。式 (2.45) を用いて、

|λl|mod =

{
1
2
(λ2

l /ε + ε) if |λl| ≥ ε

|λl| otherwise
(2.47)

(C) Chakravarthy の開発したより簡便な修正法

|λl|mod =

{ |λl| + 1
2
{(λl)R − (λl)L} if (λl)L < 0 < (λl)R

|λl| otherwise.
(2.48)

✒ ✑
付け加えられた補正項が人工粘性としてはたらき、不連続の拡散を疑似的に再現
する (図 2.4, 2.5, 2.6)。
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図 2.2: 衝撃波管問題の解 (実線は解析解、点が計算値)。時間と空間に関して 1 次
精度の Roe 法で、条件的人工粘性は入れていない。初期条件等は図中に示した。
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図 2.3: 衝撃波管問題の解 (実線は解析解、点が計算値)。時間と空間に関して 1 次
精度の Roe 法で、条件的人工粘性は入れていない。初期条件等は図中に示した。
図 2.2 の結果を速度 u = 0.6 で右に平行移動させたものにならなければならない
が、mesh=50 での初期不連続の痕跡が膨張波領域にはっきりと残ってしまう。
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図 2.4: 衝撃波管問題の解 (実線は解析解、点が計算値)。式 (2.46) の条件的人工粘
性を入れた。それ以外では 図 2.3 の計算と同じ。mesh=50 での初期不連続の痕跡
は少ししか残らない。
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図 2.5: 衝撃波管問題の解 (実線は解析解、点が計算値)。式 (2.47) の条件的人工粘
性を入れた。それ以外では 図 2.3 の計算と同じ。mesh=50 での初期不連続の痕跡
は図 2.4 より少し多めに残る。
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図 2.6: 衝撃波管問題の解 (実線は解析解、点が計算値)。式 (2.48) の条件的人工粘
性を入れた。それ以外では 図 2.3 の計算と同じ。mesh=50 での初期不連続の痕跡
は残らない。
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第3章 空間高次精度化

空間的な精度を高めるための方法は、数値流束 Gk+1/2 を高い精度で求めることに
相当するが、それには

A) セル境界 k + 1/2 の両側の物理量 QL
k+1/2, QR

k+1/2 を、境界に接するセルで
の値そのものとするのではなく、さらに隣のセルでの値 (Q(k− 1), Q(k + 2)

など)を用いて定めたセル内部の物理量の分布関数によって求め、その内挿
により数値流束を得る方法、

B) セル境界 k + 1/2 の両側の物理量 QL
k+1/2, Q

R
k+1/2 を境界に接するセルでの値

(QL
k+1/2 = Q(k), QR = Q(k + 1)) として 1次精度の数値流束を求めておき、

隣のセル境界 (k− 1/2, k + 3/2 など) での 1次精度数値流束も用いてセル内
部の数値流束の分布関数を求め、その内挿から高次精度のセル境界での数値
流束を得る方法

という 2つがある。前者は流束を評価する前の段階で高次精度化することから、
pre-processing 法と呼ばれることがあるのに対して、後者は各セル境界で 1 次精
度で求めた数値流束を内挿処理して高次精度化することから post-processing 法と
呼ばれることがある。ここでは、前者の代表的な一つ MUSCL 法と後者の一つ
Chakravarthy-Osher の方法を紹介する。いずれも、単純な内挿だけでは数値振動
が発生してしまうので、それを避けるために内挿を制限する関数が用いられる。そ
の制限の基準となるものは、TVD である。

3.1 MUSCL 法

3.1.1 内挿法

ここでは、簡単のため
∂U

∂t
+ a

∂U

∂x
= 0 (3.1)

という微分方程式を差分化したときのセル境界の値を求める方法について考える
ことにする。
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物理量 U の分布関数を xk−1/2 ≤ x ≤ xk+1/2 の範囲で

U(x) = U(xk) + (x− xk)U ′(xk) +
1

2
(x− xk)2U ′′(xk) + O(∆x3) (3.2)

とテーラー展開する1。MUSCL 法では、関数 U(x) のセルでの平均値、すなわち
xk−1/2 ≤ x ≤ xk+1/2 の範囲での平均値が、セルでの値に等しいとする。

Uk =
1

∆x

∫ xk+1/2

xk−1/2

U(x)dx. (3.3)

この積分を実行すると

Uk = U(xk) +
∆x2

24
U ′′(xk) + O(∆x4) (3.4)

と求められる。関数 U(x) の 1階、2階導関数は

U ′(x) = U ′(xk) + (x− xk)U ′′(xk) + O(∆x2) (3.5)

U ′′(x) = U ′′(xk) + O(∆x2) (3.6)

であるが、これらのセルでの平均値 U ′
k, U ′′

k は、積分により

U ′
k = U ′(xk) + O(∆x2) (3.7)

U ′′
k = U ′′(xk) + O(∆x2) (3.8)

となる。式 (3.2) から U(xk), U ′(xk), U ′′(xk) を消去すると、

U(x) = Uk + (x− xk)U ′
k +

1

2
{(x− xk)2 − ∆x2

12
}U ′′

k + O(∆x3) (3.9)

と表される。セル境界での物理量は、UL
k+1/2 = U(xk+1/2), UR

k−1/2 = U(xk−1/2) と
定義すれば、

UL
k+1/2 = Uk +

∆x

2
U ′

k +
∆x2

12
U ′′

k + O(∆x3) (3.10)

UR
k−1/2 = Uk − ∆x

2
U ′

k +
∆x2

12
U ′′

k + O(∆x3) (3.11)

と求められる。これらの式を一般化して、セル境界の物理量は、

UL
k+1/2 = Uk +

∆x

2
U ′

k +
κ∆x2

4
U ′′

k (3.12)

UR
k−1/2 = Uk − ∆x

2
U ′

k +
κ∆x2

4
U ′′

k (3.13)

1プライム記号は微分を表し、∆x = xk+1/2 − xk−1/2 とした。このような近似式に基づくもの
を 2 次MUSCL 法と呼ぶ。さらに高次までとれば 3次以上の MUSCL 法が得られるが、そのとき
には内挿に必要なセルの数が増える。
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と定義される2。
式 (3.3) と差分近似

U ′(x) =
U(x + ∆x) − U(x− ∆x)

2∆x
+ O(∆x2) (3.14)

U ′′(x) =
U(x + ∆x) − 2U(x) + U(x − ∆x)

∆x2
+ O(∆x2) (3.15)

を用いると、U ′
k, U ′′

k は

U ′
k =

1

2∆x
(Uk+1 − Uk−1) + O(∆x2) (3.16)

U ′′
k =

1

∆x2
(Uk+1 − 2Uk + Uk−1) + O(∆x2) (3.17)

と求められ、これによって、式 (3.12), (3.13) と同じ精度で

UL
k+1/2 = Uk +

1 − κ

4
∆Uk−1/2 +

1 + κ

4
∆Uk+1/2 (3.18)

UR
k−1/2 = Uk − 1 − κ

4
∆Uk+1/2 − 1 + κ

4
∆Uk−1/2 (3.19)

が得られる。ここで、∆Uk+1/2 = Uk+1 − Uk である。

3.1.2 制限関数

式 (3.18), (3.19) がMUSCL 法の基礎となる。しかし、式 (3.18) によると

Uk+1 − UL
k+1/2 =

3 − κ

4
∆Uk+1/2 − 1 − κ

4
∆Uk−1/2 (3.20)

であるが、たとえば ∆Uk+1/2 = Uk+1 − Uk > 0 で κ < 1のとき、大きい ∆Uk−1/2

に対して Uk < Uk+1 < UL
k+1/2 となり、内挿によって余計な極大が発生してしま

う。したがって、式 (3.18) や 式 (3.19) のままでセル境界の物理量を求めるので
はなく、これらの式で Uk から延長するときの傾きを示す∆Uk−1/2 や ∆Uk+1/2 の
部分に極大が発生しないように、次のような修正を施す必要がある。

UL
k+1/2 = Uk +

1 − κ

4
Φ(r)∆Uk−1/2 +

1 + κ

4
Φ(1/r)∆Uk+1/2 (3.21)

UR
k−1/2 = Uk − 1 − κ

4
Φ(1/r)∆Uk+1/2 − 1 + κ

4
Φ(r)∆Uk−1/2. (3.22)

2κ = 1/3 のとき、3次精度となる。
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図 3.1: 時間 2 次精度の TVD 条件による Ψ(r) の取り得る領域 (斜線部分) 。

ここで導入した Φ を制限関数と呼び、セル k に隣接するセル k − 1, k + 1との間
の物理量の差分の比に依存するとして、引数に用いられる r は

r =
∆Uk+1/2

∆Uk−1/2

(3.23)

ととられる。また、式 (3.21), (3.22) は、

UL
k+1/2 = Uk +

1

2
Ψ(r)∆Uk−1/2 (3.24)

UR
k−1/2 = Uk − 1

2
Ψ(1/r)∆Uk+1/2 (3.25)

と表すこともできる。ここで、

Ψ(r) =
1 − κ

2
Φ(r) +

1 + κ

2
rΦ(1/r) (3.26)

である。
関数 Ψ(r)の取り得る範囲は、時間 2次精度に拡張したときの TVD条件3から求
められ、図 3.1.2の斜線の領域のようになる。このような Ψ(r)を用いれば、セル境

3変数 U に対して TVD 条件を課すことができるのは、この変数が式 (3.1) に従うからである。
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界に極値を持たないための条件Uk ≤ UL
k+1/2 ≤ Uk+1 あるいはUk ≥ UL

k+1/2 ≥ Uk+1

を満たすことは、Ψ(r) < 2r から示される。
制限関数の代表的なものを示す。� ✏
(A) Chakravarthy と Osher の minmod 制限関数

Φ(r) = minmod(r, b). (3.27)

ここで、

minmod(x, y) = sgn(x) max[ 0, min{|x|, sgn(x) y}] (3.28)

であり、b は 1 ≤ b ≤ (3 − κ)/(1 − κ) の定数である。

(B) Roe の superbee 制限関数

Φ(r) = superbee(r, b). (3.29)

ここで、

superbee(x, y) = max{0, min(xy, 1), min(x, y)} (3.30)

であり、b は 1 ≤ b ≤ 2 の定数である。
✒ ✑
式 (3.27) や (3.29) で用いられる b は圧縮パラメータ (compression parameter) と
呼ばれ、b > 1 を与えることにより、衝撃波や接触不連続面を鋭くとらえることが
できる。なお、sgn(x) は x の符号を求める関数で、FORTRAN では標準関数に
より sign(1.0,x) と記述すればよい。
実際の数値計算では r = 0 のとき 1/r によって計算が破綻しないように注意す
る。たとえば、minmod 制限関数を採用する場合には、

minmod(
p

q
, b) q = minmod(p, bq) (3.31)

という関係が成り立つことから、

limiter(x, y, b) = minmod(x, by) (3.32)

とおいて、

UL
k+1/2 = Uk +

1 − κ

4
limiter(∆Uk+1/2, ∆Uk−1/2, b)

+
1 + κ

4
limiter(∆Uk−1/2, ∆Uk+1/2, b) (3.33)



第 3章 空間高次精度化 21

UR
k−1/2 = Uk − 1 − κ

4
limiter(∆Uk−1/2, ∆Uk+1/2, b)

− 1 + κ

4
limiter(∆Uk+1/2, ∆Uk−1/2, b) (3.34)

という表式を計算に用いる。また、superbee制限関数の場合には、式 (3.33), (3.34)

に対して

limiter(x, y, b) = sgn(y) max[ 0, min{sgn(y) b x, |y|},
min{sgn(y)x, b|y|} ] (3.35)

という表式を用いればよい。

3.1.3 内挿に用いる物理量

以上のようにして、制限関数を用いて物理量を内挿することによりセル境界で
の値を決めることができる。ところが、実際に流体力学の問題に適用しようとす
る際に、保存変数 (ρ, ρu, e) や基本変数 (ρ, u, p) などの幾通りもの変数の組があ
り、内挿に用いる変数の選び方が一意に定まらないように思える。しかし、制限
関数が TVD 条件を満足するように選ばれたということに注意すれば、内挿に用
いるべき「物理量」は、特性変数であることがわかる。なぜなら、TVD 条件を課
すためには、微分方程式が式 (3.1) のように表されている必要があるからである。
実際、式 (2.3), (2.6) から

R−1 ∂Q

∂t
+ ΛR−1∂Q

∂x
= 0 (3.36)

となり、微小な ∆t と ∆x で R−1 を一定とおき、特性変数 W = R−1Q によって

∂ W

∂t
+ Λ

∂W

∂x
= 0 (3.37)

とできる4。また、この変数を用いて内挿を行う際に注意しなければならないのは、
行列 R, R−1, Λ は場所によって異なるが、式 (2.3) をセル k に適用する際には、

∂Qk

∂t
+ Ak

∂Q

∂x
|k = 0 (3.38)

とするので、セル k を元に内挿を行う場合にはセル k での物理量 Qk から求めら
れた行列 Rk, R−1

k , Λk を用いなければならないということである。

4Roe 平均を導く際に用いた W ではない。
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以上のことから、セル境界での保存変数 QL
k+1/2, Q

R
k−1/2は、特性変数の差分


(∆w1)j+1/2

(∆w2)j+1/2

(∆w3)j+1/2


 = ∆Wj+1/2 = R−1

k ∆Qj+1/2 (3.39)

(j = k − 1, k)を各成分について制限関数を使って内挿することによって、� ✏

QL
k+1/2 = Qk +

1 − κ

4

3∑
i=1

limiter{(∆wi)k+1/2, (∆wi)k−1/2, b}ri

+
1 + κ

4

3∑
i=1

limiter{(∆wi)k−1/2, (∆wi)k+1/2, b}ri (3.40)

QR
k−1/2 = Qk − 1 − κ

4

3∑
i=1

limiter{(∆wi)k−1/2, (∆wi)k+1/2, b}ri

− 1 + κ

4

3∑
i=1

limiter{(∆wi)k+1/2, (∆wi)k−1/2, b}ri (3.41)

✒ ✑
と求められる。ここで、ri (i = 1, 2, 3)はセル k で評価された右固有ベクトル

(r1 r2 r3) = Rk (3.42)

であり、R−1
k もセル kで評価されていることに注意しなければならない5。

数値計算では、式 (3.40), (3.41) を使って、まずすべての k に対して QL
k+1/2 と

QR
k−1/2を求めておく。その次に、数値流束 Gk+1/2 を、QL

k+1/2 と QR
k−1/2 を式 (2.36)

に代入することにより計算する。このとき、数値流束の R̃|Λ̃|R̃−1 は、QL
k+1/2 と

QR
k−1/2 の Roe 平均によって求める。こうして求めた数値流束は空間 2 次精度の

もの G
(2)
k+1/2 となる (κ = 1/3 では 3次精度)。

3.2 Chakravarthy-Osher の方法
Chakravarthy と Osher による方法では、空間 1次精度で求められた数値流束を
内挿することにより高次精度の数値流束を得る。
導出を省略すると、空間 2次精度の数値流束 G

(2)
k+1/2 は

G
(2)
k+1/2 = Gk+1/2 +

1 − κ

4
limiter(∆F +

k−1/2,∆F+
k+1/2, b)

5QR
k+1/2 を求める際には、セル k + 1 での行列を用いる。
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+
1 + κ

4
limiter(∆F +

k+1/2,∆F+
k−1/2, b)

−1 − κ

4
limiter(∆F −

k+3/2,∆F−
k+1/2, b)

−1 + κ

4
limiter(∆F −

k+1/2,∆F−
k+3/2, b) (3.43)

と表される。ここで、前節で与えた制限関数 limiter(x, y, b)が用いられる。右辺の
各項には空間 1次精度で求めたものを用いる。セル境界の物理量は QL

k+1/2 = Qk,

QR
k+1/2 = Qk+1 とすればよく、

Gk+1/2 =
1

2
{F (Qk) + F (Qk+1) − (∆F+

k+1/2 − ∆F−
k+1/2)} (3.44)

である。流束差の評価に Roe 法を採用すれば、式 (3.43), (3.44) の∆F±
j+1/2 (j =

k − 1, k, k + 1) は、∆Qj+1/2 = Qj+1 −Qj とおいて

∆F±
j+1/2 = A±

k+1/2∆Qj+1/2

= (RΛ±R−1)k+1/2∆Qj+1/2

= Rk+1/2Λ±
k+1/2R

−1
k+1/2∆Qj+1/2

と求められる。このとき、∆F±
k−1/2 や∆F±

k+3/2 に対しても、セル境界 k + 1/2 で
の Roe 平均から得た行列Ak+1/2, Rk+1/2, Λk+1/2, R

−1
k+1/2 が使われることに注意す

る。行列 Λ±
k+1/2 は、k + 1/2 での固有値 λi (i = 1, 2, 3) により

Λ±
k+1/2 =




λ±
1 0 0

0 λ±
2 0

0 0 λ±
3


 =




λ1±|λ1|
2

0 0

0 λ2±|λ2|
2

0

0 0 λ3±|λ3|
2


 (3.45)

とする。制限関数は、右固有行列 R を乗じる前のベクトルの各成分に対して作用
させる。すなわち、

(r1 r2 r3) = Rk+1/2 (3.46)

である右固有ベクトル ri と特性変数の差分


(∆w1)j+1/2

(∆w2)j+1/2

(∆w3)j+1/2


 = ∆Wj+1/2 = R−1

k+1/2∆Qj+1/2 (3.47)

によって、式 (3.43) に現れる limiter(∆F ±
j+1/2,∆F±

m+1/2, b) (j,m = k − 1, k, k + 1)

を

limiter(∆F ±
j+1/2,∆F±

m+1/2, b) =
3∑

i=1

limiter{λ±
i (∆wi)j+1/2,

λ±
i (∆wi)m+1/2, b} ri (3.48)
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と評価する。これもやはり、式 (3.37) に基づいた TVD 条件から流束が制限され
ことによる。なお、κ = 1/3 のとき、空間 3次精度となる。
以上をまとめると Chakravarthy-Osherの方法の高次精度数値流束は、該当する
セル境界 k + 1/2 の Roe 平均によって表された行列を用いて、� ✏

G
(2)
k+1/2 = Gk+1/2 +

1 − κ

4

3∑
i=1

limiter{λ+
i (∆wi)k−1/2, λ+

i (∆wi)k+1/2, b} ri

+
1 + κ

4

3∑
i=1

limiter{λ+
i (∆wi)k+1/2, λ+

i (∆wi)k−1/2, b} ri

−1 − κ

4

3∑
i=1

limiter{λ−
i (∆wi)k+3/2, λ−

i (∆wi)k+1/2, b} ri

−1 + κ

4

3∑
i=1

limiter{λ−
i (∆wi)k+1/2, λ−

i (∆wi)k+3/2, b} ri

(3.49)
✒ ✑
と求められる。
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図 3.2: MUSCL 法から求められた境界での値。□記号のものが求められた UR
k−1/2

と UL
k+1/2で、☆記号はセルに与えた値 Uk−1, Uk, Uk+1 である。κ = 0 と固定し、

Uk+1 と bや制限関数を変えた。制限関数を施さない場合の内挿 (物理量の分布)を
実線で表した。
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図 3.3: MUSCL 法から求められた境界での値。κ = −1 とした。
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図 3.4: MUSCL 法から求められた境界での値。κ = 1/3 とした。
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図 3.5: 衝撃波管問題の解 (実線は解析解、点が計算値)。特性変数に対してMUSCL

を適用し、制限関数に minmod を用いて (b = 1)、Roe 法により数値流束を計算
した。時間に関しては 1 次精度、空間に関しては 3 次精度である。式 (2.48) の条
件的人工粘性を入れた。初期条件等は図中に示した。
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図 3.6: 衝撃波管問題の解 (実線は解析解、点が計算値)。minmod で圧縮パラメー
タを b = 4 にとった以外は図 3.5 と同じ。
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図 3.7: 衝撃波管問題の解 (実線は解析解、点が計算値)。MUSCL の適用で、制限
関数には superbee (b = 2) を用いた。それ以外では、図 3.5 の計算と同じ。
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図 3.8: 衝撃波管問題の解 (実線は解析解、点が計算値)。数値流束に対して
Chakravarthy-Osher の方法を適用し、時間 1次精度、空間 3 次精度で計算した。
流束制限関数に minmod を用いて、人工的圧縮を機能させた。それ以外では、図
3.5 の計算と同じ。
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図 3.9: 衝撃波管問題の解 (実線は解析解、点が計算値)。Chakravarthy-Osherの方
法による計算。流束制限関数に superbee を用いて、人工的圧縮を機能させた。そ
れ以外では、図 3.8 の計算と同じ。
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第4章 時間2次精度化

式 (2.13) で数値流束 Gk+1/2, Gk−1/2 を時刻 n ステップの物理量で直接評価する
と、時間精度は 1次となり、時間に関する打ち切り誤差は

∂Q

∂t
− Qn+1

k −Qn
k

∆t
= −∆t

2

∂2Q

∂t2

= −a2∆t

2

∂2Q

∂x2
(4.1)

となる1。一方、MUSCL 法などの空間高次精度スキームを用いると、

QR
k+1/2 −QL

k+1/2 = −1 − κ

4
(Qk+2 − 3Qk+1 − 3Qk + Qk−1)

= −1 − κ

4

∂3Q

∂x3
∆x3 + O(∆x4) (4.2)

などのように、2階以下の微分が含まれないため、時間に関する打ち切り誤差を消
すことができず、不安定が発生しやすい。そこで、時間に関して高次精度化する。
その手法は、まず空間 1次精度の数値流束によって∆t/2 だけ先の時刻での物理
量 Qn+1/2 を求め、それを元に計算される高次精度の数値流束によって、元の Qn

から dt だけ時間を進めるというものである。
具体的には次のような手順となる [6]。

1簡単のため、a = ∂F/∂Q = constとした。
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� ✏
1. QL

k+1/2 = Qn
k−1, Q

R
k+1/2 = Qn

k として求めた空間 1次精度の数値流束によ
り時間 ∆t/2 だけ進ませて Qn+1/2 を得る。

Q
n+1/2
k = Qn

k − ∆t

2∆x
(Gn

k+1/2 −Gn
k−1/2). (4.3)

2. 空間高次精度の数値流束 G(2):n+1/2 を求める。

• MUSCL 法の場合

(a) 式 (3.40), (3.41)のようにして物理量の内挿を行い、QL, QR を
求める。ただし、そのとき、右辺第 1項の Qk にのみ Q

n+1/2
k を

用い、残りの項は時刻 n での物理量 Qn だけから評価する。

(b) 式 (2.36)に (a)で求めたQL, QR を代入して G(2):n+1/2 を得る。

• Chakravarthy-Osher の方法の場合
式 (3.49)のようにして G(2):n+1/2 を得る。ただし、そのとき、右辺
第 1項の空間 1次精度の数値流束 Gk+1/2 のみを時刻 n + 1/2 での
物理量 Qn+1/2 から求め、残りの項は元の時刻 n での物理量 Qn だ
けから評価する。

3. 時刻 n + 1 の物理量 Qn+1を求める。

Qn+1
k = Qn

k − ∆t

∆x
(G

(2):n+1/2
k+1/2 −G

(2):n+1/2
k−1/2 ). (4.4)

✒ ✑
厳密に求められた場合の展開式

Q̄n+1
k = Qn

k − a∆t
∂Q

∂x
+

a2∆t2

2

∂2Q

∂x2
− a3∆t3

6

∂3Q

∂x3
+ O(∆t4) (4.5)

と比較して打ち切り誤差を調べる。時間 2次精度で MUSCL 法や Chakravarthy-

Osher の方法を適用すると、

Qn+1
k = Qn

k − a∆t
∂Q

∂x
+

a2∆t2

2

∂2Q

∂x2
+ {(1 − 3κ)a∆t∆x2

12
− a2∆t2∆x

2
}∂

3Q

∂x3
(4.6)

という展開となり、打ち切り誤差は

Qn+1
k − Q̄n+1

k = {(1 − 3κ)a∆t∆x2

12
− a2∆t2∆x

2
− a3∆t3

6
}∂

3Q

∂x3
+ O(∆t4) (4.7)

となる。一方、時間 1次精度では

Qn+1
k = Qn

k − a∆t
∂Q

∂x
+

(1 − 3κ)a∆t∆x2

12

∂3Q

∂x3
(4.8)
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という展開に相当し、その場合打ち切り誤差は

Qn+1
k − Q̄n+1

k = −a2∆t2

2

∂2Q

∂x2
+ {(1 − 3κ)a∆t∆x2

12
− a3∆t3

6
}∂

3Q

∂x3
+ O(∆t4) (4.9)

となって、負の拡散項が残る。
なお、時間 2次精度で計算が安定であるためには

0 <
a∆t

∆x
< 1 − κ (4.10)

を満たすように時間の刻み幅をとらなければならないことが、Von Neumann の安
定性解析から示される。
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図 4.1: 衝撃波管問題の解 (実線は解析解、点が計算値)。MUSCL (minmod) の空
間 3次精度の方法で、2ステップ法により時間に関して 2 次精度にした。それ以
外では、図 3.6 の計算と同じ。
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図 4.2: 衝撃波管問題の解 (実線は解析解、点が計算値)。MUSCL (superbee) の空
間 3次精度の方法で、2ステップ法により時間に関して 2 次精度にした。それ以
外では、図 3.7 の計算と同じ。
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図 4.3: 衝撃波管問題の解 (実線は解析解、点が計算値)。Chakravarthy-Osherの空
間 3次精度の方法 (minmod) で、2ステップ法により時間に関して 2 次精度にし
た。それ以外では、図 3.8 の計算と同じ。
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図 4.4: 衝撃波管問題の解 (実線は解析解、点が計算値)。Chakravarthy-Osherの空
間 3次精度の方法 (superbee) で、2ステップ法により時間に関して 2 次精度にし
た。それ以外では、図 3.9 の計算と同じ。
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第5章 3次元問題

式 (1.1)、(1.2) に戻り、3次元空間での流体力学の方程式に Roe 法を適用するこ
とを考える。このとき、変数の数が増えることと時間発展の式で空間微分が x だ
けではなく、y と z についても現れるという点が 1次元問題との違いである。こ
こでは各方向 x, y, z について前章までに述べた 1次元問題の解法を順次適用する
オペレータ分離法を用いる。

5.1 行列
物理量 Q や 流束は、u = ux, v = uy, w = uz として

Q =




ρ

ρu

ρv

ρw

e




, Fx =




ρu

ρu2 + p

ρuv

ρuw

(e + p)u




,

Fy =




ρv

ρuv

ρv2 + p

ρvw

(e + p)v




, Fz =




ρw

ρuw

ρvw

ρw2 + p

(e + p)w




(5.1)

と表される。また、x方向に関するヤコビ行列 Ax = ∂Fx/∂Qは、θ = u2 +v2 +w2

とおいて、

Ax =




0 1 0 0 0
γ−1

2
θ − u2 −(γ − 3)u −(γ − 1)v −(γ − 1)w γ − 1

−uv v u 0 0

−uw w 0 u 0

(γ−1
2

θ −H)u H − (γ − 1)u2 −(γ − 1)uv −(γ − 1)uw γu




(5.2)
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で (H = (e + p)/ρ はエンタルピー)、x 方向に関する右固有ベクトルは、

r1 =




1

u− c

v

w

H − cu




, r2 =




0

0

1

0

v




, r3 =




0

0

0

1

w




,

r4 =




1

u

v

w

θ/2




, r5 =




1

u + c

v

w

H + cu




(5.3)

となり (c は音速で、c2 = (γ − 1)(H − θ/2))、それらから構成される行列 R =

(r1 r2 r3 r4 r5) の逆行列は、

R−1 =




(ηθ/2 + u/c)/2 −(ηu + 1/c)/2 −ηv/2 −ηw/2 η/2

−v 0 1 0 0

−w 0 0 1 0

−ηθ/2 + 1 ηu ηv ηw −η

(ηθ/2 − u/c)/2 −(ηu− 1/c)/2 −ηv/2 −ηw/2 η/2




(5.4)

である (η = (γ − 1)/c2)。対応する固有値は、

λ1 = u− c, λ2 = u, λ3 = u, λ4 = u, λ5 = u + c (5.5)

で、これを用いて、固有対角行列は

Λ =




λ1 0 0 0 0

0 λ2 0 0 0

0 0 λ3 0 0

0 0 0 λ4 0

0 0 0 0 λ5




= R−1AxR (5.6)

と求められる。

5.2 数値流束
x 方向の数値流束は、セル境界の両側での物理量 QL, QR から

Gx
k+1/2 =

1

2
{Fx(QL

k+1/2) + Fx(QR
k+1/2)} −

1

2
R̃ ˜|Λ|R̃−1(QR

k+1/2 −QL
k+1/2) (5.7)
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と求める1。MUSCL 法を用いる場合には、式 (3.40), (3.41) によってセル境界の
物理量を得る。そのとき、差分 ∆ は x 方向の隣り合うセルの物理量に関してと
る2。ここで、チルダのついた変数は Roe 平均

ũ =

√
ρLuL +

√
ρRuR√

ρL +
√
ρR

, (5.8)

ṽ =

√
ρLvL +

√
ρRvR√

ρL +
√
ρR

, (5.9)

w̃ =

√
ρLwL +

√
ρRwR√

ρL +
√
ρR

, (5.10)

H̃ =

√
ρLHL +

√
ρRHR√

ρL +
√
ρR

(5.11)

を用いて評価する。この数値流束を式 (2.13) に適用して x 方向の流束による時間
発展をさせる3。時間 2 次精度の場合には、第 4 章に述べた方法をとる。

y 方向の数値流束 Gy は、式 (5.1) における各成分の対称性4のために、次の
ように求められる。サブルーチン numflux によって、x 方向の数値流束 Gx =

(gx1, gx2, gx3, gx4, gx5)が物理量 Q = (q1, q2, q3, q4, q5)から

call numflux(q1,q2,q3,q4,q5, gx1,gx2,gx3,gx4,gx5)

のようにして求められるとき、サブルーチンに渡す引数のうち、物理量と数値流
束の第 2成分から第 4成分まで (運動量の x,y,z成分に相当)を

call numflux(q1,q3,q4,q2,q5, gy1,gy3,gy4,gy2,gy5)

のように取り換えて呼び出せば、Gy = (gy1, gy2, gy3, gy4, gy5)が得られる。同様
に z方向については、

call numflux(q1,q4,q2,q3,q5, gz1,gz4,gz2,gz3,gy5)

とすればGz = (gz1, gz2, gz3, gz4, gz5)が得られる。

1空間 1 次精度の場合もしくはMUSCL 法による場合の表式である。Chakravarthy-Osherの方
法の場合には式 (3.49) を用いる。

2y, z 方向の数値流束を求めるときには、それぞれ y 方向、z 方向の隣り合うセルに対して差分
をとる。

3実際はオペレータ分離法に従って、時間ステップを細かく刻んで、y方向と z方向についても
交替に発展させていかなければならない。

4x → y, y → z, z → x という座標軸の回転的交換に関する対称性。
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5.3 オペレータ分離法
まず簡単のため 2 次元の場合の

Qt + AQx + BQy = 0 (5.12)

という方程式について考える。ここで、下添字はその変数に関する微分を表し、A,

B はヤコビ行列 A = ∂E/∂Q, B = ∂F/∂Q である。微小時間 ∆t の間 A と B は
変化しないとすると、この式を t で微分して

Qtt = −A(Qx)t −B(Qy)t = −A(Qt)x − B(Qt)y

= A(AQx + BQy)x + B(AQx + BQy)y

= A(AQx)x + A(BQy)x + B(AQx)y + B(BQy)y (5.13)

が得られる。テーラー展開

Qn+1 = Qn + ∆tQn
t +

∆t2

2
Qn

tt + O(∆t3) (5.14)

に Qt と Qtt を代入して、時間 2次精度での解

Qn+1 = Qn − ∆t(AQn
x + BQn

y)

+
∆t2

2
{A(AQn

x)x + A(BQn
y)x + B(AQn

x)y + B(BQn
y)y} (5.15)

を得る。
式 (5.12) を x 方向と y 方向に分離し、

Q̄t + AQ̄x = 0 (5.16)

Q̂t + BQ̂y = 0 (5.17)

と表す。解は、それぞれ

Q̄n+1 = Q̄n − ∆tAQ̄n
x +

∆t2

2
A(AQ̄n

x)x (5.18)

Q̂n+1 = Q̂n − ∆tBQ̂n
x +

∆t2

2
B(BQ̂n

x)x (5.19)

となる。これらを ∆t だけ時間発展させるオペレータLx(∆t) と Ly(∆t) を用いて

Q̄n+1 = Lx(∆t)Q̄n (5.20)

Q̂n+1 = Ly(∆t)Q̂n (5.21)
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と表す。
ここで Q̄n = Qn, Q̂n = Q̄n+1 とおいて Q̂n+1 を求めると、

Q̂n+1 = Ly(∆t)Lx(∆t)Qn

= Qn − ∆t(AQn
x + BQn

y)

+
∆t2

2
{(A2Qn

x)x + 2B(AQn
x)y + (B2Qn

x)x} + O(∆t3) (5.22)

となり、この表式は式 (5.15) と一致しないので、Q̂n+1 = Qn+1 とすることはでき
ないことがわかる。一致しない原因は、A(BQn

y)x が B(AQn
x)y に置き換わってい

ることによるもので、この計算方法では、 y 方向の時間発展 Ly の後に x 方向の
時間発展 Lx を作用させる計算が抜けていることに起因している。
これを解決する一つの方法は、順序を逆にして計算したもの同士を平均するこ
とである。

Qn+1 =
1

2
{Lx(∆t)Ly(∆t) + Ly(∆t)ELx(∆t)}Qn. (5.23)

しかし、この方法では、それぞれの順序で計算されたものをメモリ上に保存して
おかなければならず、余分なメモリを必要としてしまう。
そこで、Ly の後に Lx を作用させる次のような計算を行ってみる。ただし、作
用させるときの時間は順に∆t1, ∆t2, ∆t3 とする。

Lx(∆t3)Ly(∆t2)Lx(∆t1)Q
n

= Qn − {(∆t1 + ∆t3)AQn
x + ∆t2BQn

y}
+

1

2
{(∆t1 + ∆t3)

2A(AQn
x)x + 2∆t1∆t2B(AQn

x)y

+2∆t2∆t3A(BQn
y)x + ∆t23B(BQn

y)y} + O(∆t3). (5.24)

ここで、∆t1 = ∆t/2, ∆t2 = ∆t, ∆t3 = ∆t/2 とおけば、式 (5.15) と一致すること
がわかる。したがって、時間 2次精度で 2 次元の問題では、各方向に関する時間
発展のオペレータを順に x 方向に ∆t/2, y 方向に ∆t, x 方向に ∆t/2だけ作用さ
せて、� ✏

Qn+1 = L2D

= Lx(
∆t

2
)Ly(∆t)Lx(

∆t

2
)Qn (5.25)

✒ ✑
として Qn+1 を与えることにより、解くことができる。この方法では、式 (5.23)

とは異なり、余分なメモリを必要としない。
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以下では Lx = Lx(∆t), Lα
x = Lx(α∆t) (α < 1) などと表す。式 (5.25) のオペ

レータ L2Dは、

L1/2
y L1/2

y = Ly (5.26)

という関係から、

L2D = L1/2
x LyL

1/2
x = L1/2

x L1/2
y · L1/2

y L1/2
x (5.27)

という分解ができる。これは、x 方向と y 方向の時間発展の順番の互いに異なる
組合せ {LxLy, LyLx} を用意し、∆t を組合せの数で割った時間 ∆t/2 だけ各組合
せを順に作用させるという意味に解釈することができる。また、1 ステップ進ませ
るときの L2D の最初と最後のオペレータ L1/2

x も同じであるから、Qn+k (k > 1)を

Qn+k = L1/2
x Ly

(LxLy)k−1︷ ︸︸ ︷
LxLy · · ·LxLyLxLy L

1/2
x Qn (5.28)

のように、Lx を作用させる回数を少なくして5求めることもできる。ただし、式
(5.28) によって Qn+k を求める途中で得られている物理量は、x 方向と y 方向の
時間発展に関して同じ時刻にないことに注意しなければならない。
以上のことから、

Qt + AQx + BQy + CQx = 0 (5.29)

という 3 次元の問題に対する時間発展法が求められる。方向 x, y, z の時間発展
オペレータをそれぞれLx, Ly, Lz と表すと、時間発展の順番の組合せは {LxLyLz,

LxLzLy, LyLxLz , LyLzLx, LzLxLy, LzLyLx} の 6通りある。式 (5.29) の時間
発展オペレータ L3Dは、これらを ∆t/6 の時間で作用させたものとして定義する
ことができ、また式 (5.26) の関係を利用して、作用させる数を減らすように工夫
すれば、� ✏

L3D = L1/6
x L1/6

y L1/6
z · L1/6

z L1/6
x L1/6

y · L1/6
y L1/6

x L1/6
z

·L1/6
z L1/6

y L1/6
x · L1/6

x L1/6
z L1/6

y · L1/6
y L1/6

z L1/6
x

= L1/6
x L1/6

y L1/3
z L1/6

x L1/3
y L1/6

x L1/3
z L1/6

y L1/3
x L1/6

z L1/3
y L1/6

z L1/6
x (5.30)

✒ ✑
と与えればよいことがわかる6。ここでも、L3D の最初と最後のオペレータ Lx は

5Qn+1, Qn+2, · · · と 1 ステップずつていねいに求めていくと、Lx を作用させる回数は 2k 回
であるが、式 (5.28) によって求めると k + 1回である。Ly も合わせた回数としては、前者は 3k
回、後者は 2k + 1 回である。

6各組合せの順番の選び方はこれ以外にもあるが、本質的な違いはない。
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等しいので、Qn+k (k > 1) を求めるときに作用させる Lx の回数を 5k 回 から
4k + 2 回に減らすことができるが、Lx, Ly, Lz を作用させる回数の合計から考え
ると 13k 回が 12k + 2 回になる程度なので、Lx の回数を減らす利点はほとんど
ない。
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付 録A プログラム—1次元流体

Roe法を用いた 1次元流体力学の解法プログラムの一部を示す。これは、時間 1–2

次精度、空間 1–3 次精度に対応するものである。

A.1 変数
主プログラムの最初はこのように書かれ、各種変数、定数が宣言されていると
する。� ✏

配列と common 変数
1 program roe
2 implicit real*8 (a-h,o-z)
3 parameter(nt=80)
4 parameter(nx=100)
5 parameter(itorder=1)
6 parameter(gamma=1.40d0)
7 dimension q(3,0:nx),ql(3,nx),qr(3,nx)
8 dimension flx(3,nx),flxco(3,nx)
9 dimension qt(3,0:nx)

10 common /flag/imuscl, imusclsuperbee, ico, icosuperbee
11
12 C initial condition etc.
13 ...

✒ ✑
ここで nt は最終結果を得るまでの時間ループの回数で、nx はセルの数である。
また、定数 itorder は時間精度の値を示す定数で、時間 1次精度とするならば 1、
時間 2次精度とするならば 2 を与えるようにする。比熱比 γ を定数 gamma に与え
る。配列 q(i,k)は保存量 Qk とし、ql(i,k), qr(i,k)はそれぞれセル境界での保
存量 QL

k−1/2, QR
k−1/2 とする。配列 flx(i,k) は数値流束 Gk−1/2 で、flxco(i,k)

は Chakravarthy-Osher の方法を採用したときに用いる数値流束の補正項を表す。
また、qt(i,k) は時間発展に用いる保存量の一時的変数である。これらの配列の
i = 1, 2, 3 は、それぞれ密度 ρ、運動量密度 ρu、エネルギー密度 e に対応した成
分とする。
主プログラムではこれら以外の配列を必要とせず、またサブルーチン副プログ
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ラム内部ではセルの数 nx に依存するような局所配列は用いられない。
ここでは MUSCL 法と Chakravarthy-Osher の方法のいずれの方法にも対応す
る試験的なものとしてプログラムを作成しているため、用意した配列が冗長となっ
ている。現実的なプログラムでは、どちらかの方法のみを採用する。MUSCL 法を
用いない場合には ql, qr を用いずにコーディングすることができ、Chakravarthy-

Osher の方法を用いない場合には flxco は必要としないですむ。また、時間 2次
精度にしない場合には qt を用いずにコーディングすることができる。

MUSCL法を用いるかどうかを表すフラグを imusclとし、Chakravarthy-Osher

の方法を用いるかどうかを表すフラグを ico とする。それぞれ、用いる場合には
0 でない整数を時間に関するループの前に与えておく。なお、両方の方法を同時に
採用することはできないものとする。これらのフラグは commonによる宣言がなさ
れ、次節で用いる makeleftright() や roescheme()の内部でも参照される。同じ
common の中に格納した imusclsuperbee と icosuperbee は、それぞれ MUSCL

法と Chakravarthy-Osher の方法での制限関数の種類を指定するための変数であ
る。どちらの方法についても、変数の値が 1 であれば superbee 関数を用い、0で
あれば minmod 関数を用いる。

A.2 時間1次精度
時間 1次精度で計算する場合の時間に関するループは次のように記述する。� ✏

時間 1 次精度ループ
1 if (itorder.eq.1) then
2 C 1st order in time
3 do it=1,nt
4 call copyvariable(nx,q,qt)
5 call makeleftright(nx,gamma,q,qt,ql,qr)
6 call roescheme(nx,gamma,ql,qr,flx,flxco)
7 if (ico.ne.0) then
8 call addcoflux(nx,flxco,flx)
9 endif

10 call advance(nx,dtdx,flx,qt,q)
11 t=t+dt
12 enddo
13 endif

✒ ✑
ここで itorder は時間精度の値を示す定数で、itorder=1 のときこの部分が実行
される。サブルーチン copyvariable() は第 2引数を第 3引数にコピーするため
のものである。サブルーチン makeleftright() では、セルでの値 q と qt を用い
てセル境界での値 ql, qr が計算される。MUSCL 法を用いる場合の内挿はこのサ
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ブルーチンで行われる。ここで、q と qt という 2 つの量が用いられるのは、時間
2 次精度で MUSCL 法を用いた計算を行う場合、第 2段階の計算で、第 1段階の
計算の前後の物理量 (それぞれ q と qt) を必要とするからである。サブルーチン
roescheme() では、式 (2.36)によって Roe 法の数値流束 flx が計算されるとと
もに、Chakravarthy-Osher の方法を用いる場合には数値流束の補正項 flxcoが式
(3.49)のGk+1/2 を除いた項により求められる。このサブルーチンで flxに式 (2.46)

か (2.47), (2.48)のいずれかの膨張波に関する修正を施す。Chakravarthy-Osherの
方法を用いる場合には、サブルーチン addcoflux() が呼び出され、flxco が flx

に加えられる。サブルーチン advance()は、式 (2.13)によって、数値流束 flxと
第 4引数に与えられた Qn から次の時刻の物理量 Qn+1を第 5引数として求めるも
のである。このとき、第 2引数に数値流束の差分に乗じる係数 ∆t/∆xを与える。

A.3 時間2次精度
時間 2次精度で計算する場合の時間に関するループは、前節で用いたサブルー
チンにより次のように記述する。� ✏

時間 2 次精度ループ
1 if (itorder.eq.2) then
2 C 2nd order in time
3 do it=1,nt
4 C first step
5 imuscl2=imuscl
6 imuscl=0
7 call copyvariable(nx,q,qt)
8 call makeleftright(nx,gamma,q,qt,ql,qr)
9 call roescheme(nx,gamma,ql,qr,flx,flxco)

10 call advance(nx,dtdx/2.0d0,flx,q,qt)
11 imuscl=imuscl2
12 C second step
13 ico2=ico
14 ico=0
15 call makeleftright(nx,gamma,q,qt,ql,qr)
16 call roescheme(nx,gamma,ql,qr,flx,flxco)
17 if (ico2.ne.0) then
18 call addcoflux(nx,flxco,flx)
19 endif
20 call copyvariable(nx,q,qt)
21 call advance(nx,dtdx,flx,qt,q)
22 ico=ico2
23 t=t+dt

(continue)
✒ ✑
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� ✏
時間 2 次精度ループ

24 enddo
25 endif
26 C output etc.
27 ...
28
29 stop
30 end

✒ ✑
ここで itorder は時間精度の値を示す定数で、itorder=2 のときこの部分が実行
される。第 1段階 (5行目から 11行目まで)では、MUSCL 法による物理量の内挿
は行われずに数値流束が求められる。一方、Chakravarthy-Osher の方法を用いた
場合、数値流束の補正項は第 1段階で求めておく。しかし、この段階で flx にそ
の補正は加えられない。第 1段階で求めた中間の物理量 Qn+1/2 は、サブルーチン
advance()によって qt に格納される。MUSCL 法を用いた場合、第 2段階 (13行
目から 23行目まで)では makeleftright() により、中間の物理量 qt に対する、
元の物理量 q による補正として物理量の内挿を行う。一方、Chakravarthy-Osher

の方法を用いた場合には、第 2段階の roescheme()では補正項 flxco を計算せ
ず、第 1段階で求めておいた flxco を第 2段階で求めた flx に addcoflux() で
加える。整数型変数 imuscl2 と ico2 はいずれも、各段階で補正のための計算を
切替えるために用いられるものである。
時間に関するループから抜けると、データを出力してプログラムを終了させる1。

A.4 Roe 法
Roe 法による数値流束の計算は次のような手順で行う。� ✏

Roe 法
1 subroutine roescheme(nx,gamma,ql,qr,flx,flxco)
2 implicit real*8 (a-h,o-z)
3 dimension ql(3,nx),qr(3,nx),flx(3,nx),flxco(3,nx)
4 dimension rm(3),sr(3,3),sl(3,3)
5 dimension fl(3),fr(3),fa(3)
6 common /flag/imuscl, imusclsuperbee, ico, icosuperbee
7
8 gam1=gamma-1.0d0

(continue)
✒ ✑

1必要に応じて時間ループの中でもデータを書き出す。
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� ✏
Roe 法

9 do i=1,nx
10 call variables(nx,i,ql,gamma,rl,ul,el,pl,hl)
11 call variables(nx,i,qr,gamma,rr,ur,er,pr,hr)
12 call roeaverage(rl,ul,hl,rr,ur,hr,au,ah)
13 C left(sl), right(sr) eigen vectors, eigen values(rm)
14 call makematrix(gam1,au,ah,sl,sr,rm)
15 call fluxatmesh(rl,ul,pl,el,fl)
16 call fluxatmesh(rr,ur,pr,er,fr)
17 call soundspeed(gamma,pl,rl,cl)
18 call soundspeed(gamma,pr,rr,cr)
19 call fluxabsA(rm,sl,sr,rl,ul,el,cl,rr,ur,er,cr,fa)
20 do j=1,3
21 flx(j,i)=(fl(j)+fr(j)-fa(j))/2.0d0
22 enddo
23 if (ico.ne.0) then
24 call coscheme(nx,i,ql,qr,sl,sr,rm,flxco)
25 endif
26 enddo
27 return
28 end

✒ ✑
サブルーチン variables()は、セル境界での物理量である qlや qrから必要な要
素 i を抜きだして、密度 ρ, 速度 u, エネルギー密度 e, 圧力 p, エンタルピー h を
それぞれ第 5引数から第 9引数として求めている。これらの量を用いて、サブルー
チン roeaverage()で、変数 au, ahに速度とエンタルピーの Roe平均が求められ
る。サブルーチン makematrix() で、固有値と右固有ベクトル、左固有ベクトル
が計算される。セル境界の両側での流束 fl と frはサブルーチン fluxatmesh()

で求められる。サブルーチン fluxabsA() では、Roe 平均による |A|∆Q を計算
し、それに膨張波に関する補正を施したものを求め、配列 faとして返す。この補
正でセル境界の両側での速度 (ul, ur)と音速 (cl, cr) が用いられる。セル境界の
両側での音速はサブルーチン soundspeed() で求めておく。数値流束は 20行目か
ら 22行目までで計算する。Chakravarthy-Osherの方法を採用したとき (ico �= 0)

の数値流束に対する補正項 flxcoはサブルーチン coscheme()で求める。ただし、
時間 2次精度の第 2段階では、ico=0 となっているので、coscheme() は呼び出さ
れない。

A.5 時間発展
次の時刻の物理量を求める計算は次のサブルーチンで行う。
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� ✏
時間発展

1 subroutine advance(nx,dtdx,flx,qp,qn)
2 implicit real*8 (a-h,o-z)
3 dimension qp(3,0:nx),qn(3,0:nx),flx(3,nx)
4 C flx(i)=FLUX(i-1/2)
5 do i=1,nx-1
6 do j=1,3
7 qn(j,i)=qp(j,i)-dtdx*(flx(j,i+1)-flx(j,i))
8 enddo
9 enddo

10 return
11 end

✒ ✑
このサブルーチンは、数値流束 flxを用いて係数dtdxによって物理量の配列 qpを
時間発展させた結果を qnとして返す。時間 1次精度では dtdxを∆t/∆xとしてこ
のサブルーチンを呼び出すが、時間2次精度では、第 1段階のとき dtdx = ∆t/2∆x

とし、第2段階のとき dtdx = ∆t/∆xとする。数値流束の配列は flx(∗, k) = Gk−1/2

のように定義されていなければならない。

A.6 セル境界での物理量
セル境界の左右での物理量 ql, qr は次のようにして求める。� ✏

セル境界での物理量
1 subroutine makeleftright(nx,gamma,q,qt,ql,qr)
2 implicit real*8 (a-h,o-z)
3 dimension q(3,0:nx),qt(3,0:nx),ql(3,nx),qr(3,nx)
4 common /flag/imuscl, imusclsuperbee, ico, icosuperbee
5
6 C ql(i)=QL(i-1/2), qr(i)=QR(i-1/2)
7
8 if (imuscl.eq.0) then
9 C no-MUSCL

10 do i=1,nx
11 do j=1,3
12 ql(j,i)=qt(j,i-1)
13 qr(j,i)=qt(j,i)
14 enddo
15 enddo
16 return
17 endif

(continue)
✒ ✑
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� ✏
セル境界での物理量

18 C MUSCL
19 call muscl(nx,gamma,q,qt,ql,qr)
20 return
21 end

✒ ✑
このサブルーチンには主に MUSCL法を用いない場合が記述されている。MUSCL

法による内挿の計算は、imuscl �= 0 のときに行い、その本体はサブルーチン
muscl() である。これらのサブルーチンで計算する ql, qr はそれぞれ ql(∗, k) =

QL
k−1/2, qr(∗, k) = QR

k−1/2 である。また、サブルーチン muscl() では、式 (3.40),

(3.41) の計算を行うが、そのとき、特性変数の差分によって表される補正項を q

から求めて、それを qt に加えるようにする。この変数 q と qt の区別は、時間 2

次精度の第 2段階で必要となるものである。MUSCL 法を用いた場合でも、時間 2

次精度の第 1段階では imuscl=0 となっているので、muscl() は呼び出されない。

A.7 行列
固有値 λ と右固有ベクトルからなる行列 R、およびその逆行列 (左固有ベクト
ルからなる行列) R−1 は、速度 uとエンタルピー hから次のようにして求める。� ✏

固有値、右固有ベクトル、左固有ベクトル
1 subroutine makematrix(gam1,u,h,sl,sr,rm)
2 implicit real*8 (a-h,o-z)
3 dimension rm(3),sr(3,3),sl(3,3)
4 C temporary
5 c=dsqrt((h-u**2/2.0d0)*gam1)
6 eta=gam1/c**2
7 C eigen values
8 rm(1)=u-c
9 rm(2)=u

10 rm(3)=u+c
11 C
12 C right eigen vectors
13 C sr1
14 sr(1,1)=1.0d0
15 sr(2,1)=(u-c)
16 sr(3,1)=(h-c*u)
17 C sr2
18 sr(1,2)=1.0d0
19 sr(2,2)=u
20 sr(3,2)=u**2/2.0d0

(continue)
✒ ✑
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� ✏
固有値、右固有ベクトル、左固有ベクトル

21 C sr3
22 sr(1,3)=1.0d0
23 sr(2,3)=(u+c)
24 sr(3,3)=(h+c*u)
25 C
26 C left eigen vectors
27 C sl1
28 sl(1,1)=(eta/2.0d0*u**2+u/c)/2.0d0
29 sl(1,2)=-(eta*u+1.0d0/c)/2.0d0
30 sl(1,3)=eta/2.0d0
31 C sl2
32 sl(2,1)=-eta*u**2/2.0d0+1.0d0
33 sl(2,2)=eta*u
34 sl(2,3)=-eta
35 C sl3
36 sl(3,1)=(eta/2.0d0*u**2-u/c)/2.0d0
37 sl(3,2)=-(eta*u-1.0d0/c)/2.0d0
38 sl(3,3)=eta/2.0d0
39 C
40 return
41 end

✒ ✑
ここで gam1 = γ − 1 である。配列 rm(i), sr(j,i), sl(i,j) (i, j = 1, 2, 3)が、
それぞれΛ の対角成分、R、R−1 である。各固有値 rm(i) に対応する右固有ベク
トルは sr(*,i)で、対応する左固有ベクトルは sl(i,*) である。

A.8 その他

A.8.1 初期条件

衝撃波管問題の初期条件は、次のようにして与えられる。� ✏
衝撃波管問題の初期条件

1 subroutine initial(nx,gamma,rho0,rho1,p0,p1,u0,u1,q)
2 implicit real*8 (a-h,o-z)
3 dimension q(3,0:nx)
4
5 C standard shock tube : u0=0.0d0
6 u0=0.0d0
7 C sonic point check : u0=0.60d0
8 c u0=0.60d0
9 u1=u0

(continue)
✒ ✑
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� ✏
衝撃波管問題の初期条件

10
11 rratio=0.1250d0
12 pratio=0.10d0
13
14 rho0=1.0d0
15 rho1=rho0*rratio
16 p0=1.0d0
17 p1=p0*pratio
18
19 do i=0,nx
20 if (i.lt.nx/2) then
21 q(1,i)=rho0
22 q(2,i)=rho0*u0
23 q(3,i)=rho0*u0**2/2.0d0+p0/(gamma-1.0d0)
24 else
25 q(1,i)=rho1
26 q(2,i)=rho1*u1
27 q(3,i)=rho1*u1**2/2.0d0+p1/(gamma-1.0d0)
28 endif
29 enddo
30 return
31 end

✒ ✑

A.8.2 要素の取り出し

保存量を表すある配列 qq から空間の i 番目の要素の密度 rho, 速度 u, エネ
ルギー密度 e, 圧力 p, エンタルピー hを取り出すには、次のサブルーチンを用
いる。� ✏

要素の取り出し
1 subroutine variables(nn,i,qq,gamma,rho,u,e,p,h)
2 implicit real*8 (a-h,o-z)
3 dimension qq(3,nn)
4 rho=qq(1,i)
5 u=qq(2,i)/rho
6 e=qq(3,i)
7 p=(e-rho*u**2/2.0d0)*(gamma-1.0d0)
8 h=(e+p)/rho
9 return

10 end

✒ ✑
配列が ql(3,nx)のように宣言されているものに対しては、

call variables(nx,k,ql,gamma,rho,u,e,p,h)
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として ql(*,k) に関する量を取り出すことができるが、q(3,0:nx) のように宣言
された配列に対して q(*,k) という要素から各種の量を得るには、

call variables(nx+1,k+1,q,gamma,rho,u,e,p,h)

のように呼び出さなければならない。

A.8.3 音速

音速は次のサブルーチンで求められる。� ✏
音速

1 subroutine soundspeed(gamma,p,rho,c)
2 implicit real*8 (a-h,o-z)
3 c=dsqrt(gamma*p/rho)
4 return
5 end

✒ ✑
ただし、セル境界での Roe 平均から求める音速は、これとは別にサブルーチン
makematrix()で速度とエンタルピーから計算されてその内部で使われている。

A.8.4 Chakravarthy-Osher 法の数値流束の補正項の追加

時間に関するループの中で用いた、Chakravarthy-Osher の方法での数値流束の
補正項を数値流束に加えるためのサブルーチン addcoflux() は、次のように与
える。� ✏

Chakravarthy-Osher 法の数値流束の補正項の追加
1 subroutine addcoflux(nx,flxco,flx)
2 implicit real*8 (a-h,o-z)
3 dimension flxco(3,nx),flx(3,nx)
4 do i=1,nx
5 do j=1,3
6 flx(j,i)=flx(j,i)+flxco(j,i)
7 enddo
8 enddo
9 return

10 end

✒ ✑
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A.8.5 配列のコピー

時間に関するループの中で用いた配列のコピーは次のようにする。� ✏
配列のコピー

1 subroutine copyvariable(nx,q,qt)
2 implicit real*8 (a-h,o-z)
3 dimension q(3,0:nx),qt(3,0:nx)
4 do i=0,nx
5 do j=1,3
6 qt(j,i)=q(j,i)
7 enddo
8 enddo
9 return

10 end

✒ ✑

A.9 補足
プログラムを完成させるには、時間ループ以外の主プログラムと下記のサブルー
チン副プログラム

• roeaverage() : Roe 平均の計算...式 (2.32), (2.33)

• fluxatmesh() : 流束の計算...式 (2.2)

• fluxabsA() : 膨張波に関して修正された |A|∆Q の計算
...式 (2.36) の後ろの項および式 (2.46)–(2.48)

• muscl() : MUSCL 法による物理量の内挿...式 (3.40), (3.41) および第 4 章

• coscheme() : Chakravarthy-Osher 法による数値流束に対する補正項の計算
...式 (3.49)の第 2項以降

が必要である。これらの内で、roeaverage(), fluxatmesh(), fluxabsA() を作
成すれば時間 1-2 次精度、空間 1 次精度の Roe 法が完成する。さらに、muscl()

を作成すれば MUSCL 法による空間 3 次精度までの解法、あるいは coscheme()

を作成すれば Chakravarthy-Osher による空間 3 次精度までの解法が完成する。
これらの作成は演習課題とする。


