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1 CIP法によるMHD解法：CIP-MOCCT法

現在様々なMHD解法が存在するが、CIP法でMHDを解く場合に磁場項
と誘導方程式をどの様に解くかが課題となる。その解決法として、誘導方程

式の解法であるMOCCT法を組み合わせたCIP-MOCCT法がKudoh（国立
天文台）によって提案された [1][2][3]。これを紹介する。
磁気流体の基礎方程式は次の様に書かれる。

∂ρ

∂t
+ (u · ∇)ρ = −ρ∇ · u (1)

∂u
∂t

+ (u · ∇)u = −1
ρ
∇(p +

B2

8π
) +

1
4πρ

(B · ∇)B + Qf (2)

∂p

∂t
+ (u · ∇)p = −γp∇ · u + Qp (3)

∂B
∂t

−∇× (u× B) = 0 (4)

∇ ·B = 0 (5)

ここでQf は実粘性・人工粘性・重力等の外力項、Qpは熱伝導・人工粘性等

の項である。

式 (1)～(3)中の左辺は CIP法で解き、右辺は非移流相として解けば良いの
だが（圧力項を Poisson方程式で解けば CCUP法になる）、式 (4),(5)の解法
にMOCCT法を用いる。

2 MOCCT法の概略

MOCCT法は∇ · B = 0を満たす様に式 (4)を解く CT法と、アルフベン
波特性曲線を安定に解く為のMOC法を組み合わせた手法である。
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2.1 MOC : Alfven波特性曲線法

磁気流体方程式中のMaxwell方程式は

∂B
∂t

= ∇×E (6)

E = −u ×B + ηJ (7)

であるが、ここでは η = 0とする。まずは簡単の為、1次元（X方向）の場
合を採りあげる。格子点 xi 上に ρ, p,By, vy を配置し、格子点間に vxと起電

力（電場）Eの z成分 εz を配置する。（図 1）
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図 1: 1次元の物理量配置。速度 X成分と電場は格子の中心に定義。

式 (6),(7)より By の方程式は次の様に差分化する事が出来る。

Bn+1
yi − Bn

yi

∆t
+

(εz)
∗
i+1/2 − (εz)

∗
i−1/2

∆x
= 0 (8)

ε∗zi+1/2 = ui+1/2B
∗
y − v∗Bx

ここで ∗は中間の時刻 (n + 1/2)を表す。また、∇ · u = 0 より、Bx =const
である。この ε∗z を求める時にアルフベン波の特性曲線法 (Method of Char-
acteristics : MOC)を用いる [4]。アルフベン波は非圧縮性MHDに見られる
波動であるので、特性曲線は次の 2つの式、運動方程式と誘導方程式から導
かれる。

∂vy

∂t
=

Bx

4πρ

∂By

∂x
− ∂ (vxvy)

∂x
(9)

∂By

∂t
= Bx

∂vy

∂x
− ∂ (vxBy)

∂x
(10)

（※ ρ, vx, Bx =constant)　式 (9),(10)を変形すると、別の 2式が得られる。
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Dvy

Dt
∓ 1√

4πρ

DBy

Dt
= 0　 (11)

D

Dt
=

∂

∂t
+

(
vx ± Bx√

4πρ

)
∂

∂x
(12)

式 (12)は特性速度（移流速度）がC± = vx ± Bx√
4πρ

を意味し、特性線：式

(11)に沿って vy ∓ By√
4πρ

が保存される不変量になっている事を表している。

よって、式 (11)を特性線に沿って積分すると、特性曲線の始点（時刻 n）

と ∗の間には次の様な関係式が導かれる事になる。（図 2)

v∗
y − v+

y − 1√
4πρ+

(B∗
y − B+

y ) = 0 (13)

v∗
y − v−

y +
1√

4πρ−
(B∗

y − B−
y ) = 0 (14)

ここで、(By, vy)± は各特性線 C±の始点の値である。式 (13),(14)から、v∗
y

と B∗
y は

v∗
y =

v+
y

√
4πρ+ + v−

y

√
4πρ− − B+

y + B−
y√

4πρ+ +
√

4πρ−
(15)

B∗
y =

−v+
y + v−

y + B+
y /

√
4πρ+ + B−

y /
√

4πρ−

1/
√

4πρ+ + 1/
√

4πρ−
(16)

の様に求める事が出来る。簡単の為、ρ+ = ρn
i−1, ρ− = ρn

i+1 とする。

始点の値 f(= By, vy)± は、式 (12)を見ても分かるように移流の形をして
いるので、格子間を補間して求める事が出来る。補間方法には様々あるが、

例えば van Leerの方法（i − 1/2と i + 1/2を直線補間する方法）では

f(= By, vy)± =




fn
i + 1

2 (∆x − C±
i+1/2∆t)

∆f

∆x (i)
if C±

i+1/2 > 0

fn
i+1 − 1

2 (∆x + C±
i+1/2∆t)

∆f

∆x (i+1)
otherwise

ここで、

∆f

∆x (i)
=




2∆fi−1/2∆fi+1/2

∆fi−1/2 + ∆fi+1/2
if ∆fi−1/2∆fi+1/2 > 0

0 otherwise

∆fi+1/2 = (fi+1 − fi)/∆xである。この補間方法にも CIP法を適用する事も
出来る。
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図 2: アルフベン波特性曲線と磁場の時間発展。実線矢印：特性曲線により
起電力を求める。点線矢印：式 (8)を用いて By の時間発展を行なう。

2.2 多次元、CT法

前節は 1次元の場合だが、そのまま多次元に拡張する事も出来る。例えば
2次元では磁場の各成分は

∂Bx

∂t
= −∂ε

∂y
(17)

∂By

∂t
=

∂ε

∂x
(18)

ε = −(vxBy − vyBx) (19)

であるが、各物理量の配置は図 3の様にする。スタガード格子なので、スカ
ラー量は格子中心、ベクトル量は格子境界、また起電力 εは格子の角に配置す

る。この様にすれば 1次元の手法を用いてX方向でBy, vy、Y方向でBx, vx

を求め、式 (19)の εが求まり、式 (17),(18)を差分化した式

Bn+1
x(i+1/2,j) − Bn

x(i+1/2,j)

∆t
= −

ε
n+1/2
(i+1/2,j+1/2) − ε

n+1/2
(i+1/2,j−1/2)

∆y
(20)
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図 3: 2次元MHDコードでの物理量の配置、CT法
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Bn+1
y(i,j+1/2) − Bn

y(i,j+1/2)

∆t
=

ε
n+1/2
(i+1/2,j+1/2) − ε

n+1/2
(i−1/2,j+1/2)

∆x
(21)

で磁場が時間発展される。これは 3次元でも同様に拡張が出来る。
図 3の様に物理量を配置する方法を CT法と呼ぶが、この様に磁場と電場

を異なる場所で定義すると、式 (20),(21)を用いて、初期条件で∇ ·B = 0が
満たされていれば常に∇ · B = 0になる事が示される [4]。
この事から分かるように、CT法は単に∇ ·B = 0を保証する手法であり、

電場 εの求め方の規定はしていない。これにMOC法を組み合わせる事で安
定なスキームになっている。

2.3 運動方程式中の磁気ストレス項

運動方程式の右辺にも磁気ストレス項が存在するが、この項にもMOC法
を用いて値を評価する事になる。例えば、2次元MHDの運動方程式のｙ成
分は次式である。

∂vy

∂t
+ vx

∂vy

∂x
+

∂vy

∂y
= −1

ρ

∂

∂y

(
p +

B2
x

8π

)
+

Bx

4πρ

∂By

∂x
(22)

この内、磁気圧項（右辺第 1項）は圧力と同様の差分を作ればよいが、第 2
項はストレス項でありこの項にMOC法を適用する。非移流相において第 2
項の差分のみ表記すると

(vy)∗i,j+1/2 − (vy)n
i,j+1/2

∆t
= . . .

+
(

1
4πρ̄

)
< Bx >n

i,j+1/2

(By)∗i+1/2,j+1/2 − (By)∗i−1/2,j+1/2

∆x
(23)

ここで、ρ̄, < Bx >n
i,j+1/2 はそれぞれ vy の定義点 (i, j + 1/2)上での平均値

である。例えば

< Bx >n
i,j+1/2=

1
4
[(Bx)i+1/2,j + (Bx)i+1/2,j+1 + (Bx)i−1/2,j(Bx)i−1/2,j+1] (24)

等である。式 (23)における、B∗
y の値の見積りにMOC法を用いる。しかし、

この計算は非移流相の計算であり、移流部分はCIP法で別に計算する事にな
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るので特性速度は

C± = ± Bx√
4πρ

(25)

を用いて計算する。（※式 (11),(12)は移流項も含めて特性線を出していた))
これは運動方程式の x成分も同様に計算を行なう。

2.4 計算手順

CIP法とMOCCT法をまとめた手順は次の様になる。

1. 初期条件 (ρn,un, pn,Bn)を設定。

2. 非移流項の計算　 (ρn,un, pn) → (ρ∗,u∗, p∗)

(a) この時、運動方程式のストレス項の計算はMOC法で求める。（式
(23)～(25))

3. 移流相と磁場の時間発展

(a) CIP法でρ,u, pの移流相の計算を行なう。(ρ∗,u∗, p∗) → (ρn+1,un+1, pn+1)

(b) MOC法で電場 εを計算し、CT法で磁場Bn+1を計算。（式 (20),(21))

4. 以下、繰り返し

典型的な計算例として、1.5次元衝撃波管問題の計算例を CIP-MOCCT法
で解いた結果を示す。1.5次元なので磁場・速度の y成分はあるが、∂/∂y = 0
である（勿論、z成分は値・微分共に 0)。初期条件は p = 1, ρ = 1, By = 1.0
(x < 400), p = 0.1, ρ = 0.125, By = −1.0 (x > 400)。比熱比 γ = 1.4、格子
幅∆x = 2.0とし、t = 80.0の結果を示す。人工粘性係数は 0.7である。
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図 4: 1次元MHD衝撃波管問題。
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